Equacoes Diferenciais Lineares

Vamos discutir aqui como solucionar equagoes diferenciais lineares a co-
eficientes constantes que aparecem frequentemente em problemas fisicos.

1 Solucao Geral da Homogénea:

Todo polinomio de grau n, P(z), sempre admite n raizes pi, ps, ps, ..., Pn €
pode assim ser fatorizado como:

P(z) = apz" + a2 P+ ta,1z+a, = ap(z —p1)(z—pa)...(z—pn). (1)

Esse resultado pode ser aplicado imediatamente a resolucao das equagoes
diferenciais lineares

a0 f (1) + ar fOIE) 4 ot any f1(1) + anf (1) = 0, (2)

onde usamos a notagao

0= () 0.

logo podemos re-escrever a Eq. (2) como

aol L o)L ) (L pi) =0,

dt )<dt dt
Como as n operacoes (% —p;) (j =1,..,n) comutam entre si, é claro que
as exponenciais eP'?, ... ePr! s30 as solucoes particulares da equacao diferen-
cial (Eq.(2)). Se todas as raizes p; sao diferentes, as n fun¢oes exponenciais
sao independentes e a solucao geral, que depende a priori linearmente de n
constantes arbitrarias A; é:

f(t) = AjePrt 4 AjeP? 4+ A, ePnt. 3)

Por outro lado, se uma raiz, por exemplo, p;, aparece k vezes, faltam k — 1
solucoes. No entanto, como



d d
(a —p)ePg(t) = ety (t) — (£ —p)Rertg(t) = ePrtg®) (1)

vemos que para uma raiz p; de ordem k estao associadas k solucoes indepen-
t t 12 pit k—1pit
dentes eP'*, teP1 teePtt . tFTeP1t,

2 Um Exemplo de Segunda Ordem
Considere a equacao diferencial de segunda ordem

af’(z) +bf'(x) +cf(x) =0

onde a, b, ¢ sdo ntimeros reais. Procuramos solugoes do tipo f(z) = eP*, logo
a equacao acima transforma-se em uma equacao algébrica para o polinomio
caracteristico

ap*+bp+c=0

cujas raizes sao

b= V0?2 — 4dac
N 2a )

Ha& trés casos possiveis, vejamos o que acontece em cada um desses casos.
Caso 1: b> — 4ac > 0, nesse caso p; e py 530 reais e a solucao geral serd

P12

F(£) = Ayert + Ager2t .

Caso 2: b? — 4ac < 0, nesse caso p; = p5 = —7 + iw sao ntimeros
complexos, claramente aqui v = b/(2a) e w = v/4ac — b*/(2a). A solugao
geral nesse caso fica

ft) =e " (Ae™ + Aye ™).

Caso 2: b? — 4ac = 0, nesse caso p; = py = —~ é uma raiz dupla et a
solucao fica

f(t) = e‘”t(Al + AQ t) .



3 Solucao Geral da Equacao Inomogénea:
Consideremos agora o caso da equagao diferencial inomogeénea

aof™ () + arfT V@) + oo+ an 1 f1(E) + anf(t) = g(t) (4)

a solucao geral dessa equacao é a solucao geral da equacao homogénea, que
vimos acima, mais uma solucao particular da equagao inomogénea.

4 Numeros Complexos

Vamos lembrar algumas propriedades fundamentais dos niimeros complexos
que podemos introduzir com base em sua representagao geométrica no plano
de Argand-Gauss. Considere o ponto P cujo vetor de posigao com relagao a
origem O é

O—f%:afc%—by, (5)

onde X and X sao os versores unitarios com relacao aos eixos Ox e Oy,
respectivamente.

Im(z) 4

b. ........................
.

DA R

O a Re(2)

Figura 1: Plano de Argand-Gauss.



Podemos associar a OP um nimero complexo z relacionado com Eq. (5)
por
z=a+1b, (6)

onde a = Re(z) e b = Im(z), segundo o plano de Argand-Gauss dado pela
Fig. 4. O complexo conjugado de z, z*, é o nimero

2*=a—1b, (7)
de forma que o médulo de z, |z|, pode ser obtido por
|z =z22"=(a+ib)(a—1ib) =a®+ b*. (8)
E fécil mostrar também que

Re(z) = Z—;Z ) Im(z) = - g-z
i

Com o auxilio da famosa férmula de Euler

(9)

e =cosx +isinr, (10)

podemos escrever
z=a+ib=r(cosf+isinf) =re? (11)

onde usamos que r = va? + b2, a = r cosf e b = r sinf, como pode ser visto
na Fig. 4. Além disso

e” = e = ¢%(cosh + isinb) .

Por essa razdo se tivermos dois nimeros complexos z; = r; € e 2y =
ro €92 entdo:

1. 21 29 = 1q 19 et(01102)

2. 21/z = (ry/ry) €01702)

3. Re(A121 + Aaz2) = A; Re(z1) + A2 Re(23), onde Ay 5 sdo nimeros reais.
4. 21+ 20 =11 €9 4y 2 = W1 (r) 4 1y l®270)) = 1 R e™® onde

RQ _ 7"% + 7«% + 2r1r2 008(92 - 91) )

sin® = (rq/R) sin(fy — 6y) .
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5 Oscilador Harmonico Amortecido

A equagao de movimento para o oscilador harmonico unidimensional amor-
tecido é dada por

mz" = —kx — px’, p>0 (12)

onde —pz’ representa a resisténcia dissipativa que atua no sentido contrario
a velocidade. Costuma-se dividir ambos os lados da Eq. (12) por m obtendo
assim

" +wiz 4+ vz’ =0 (13)

onde definimos w2 = k/m e v = p/m. Note que se tomarmos v = 0 recupe-
ramos a equacao do oscilador harmonico simples.
Procurando solugoes do tipo z(t) = eP' para essa equagio, e logo com
2/ (t) = pz(t), 2"(t) = p* 2(t) somos levados ao polindémio caracteristico
PP+ wg =0

que ja encontramos antes, e cujas raizes sao

v oo,
S Y A
P12 5 1 0

que como vimos pode ter trées tipos de solugoes distintas.

5.1 Amortecimento subcritico (7/2 < wy)

., . . 2
Nesse caso como ja vimos py o = —2 £ iw onde w = y/wg — - de forma que
a solucao geral é
e 1 —3 _ 1
z(t):e 2t[ae“”+be zwt} — Ae Qtez(wt+¢),

onde a, b, A, ¢ sdo constantes reais. Como queremos uma solucao real, x(t) é
a parte real de z(t), isto é

z(t) = Ae™ 3t cos(wt + ¢).

Essa solucao representa uma oscilagao amortecida, veja como a amplitude de
oscilacao esta diminuindo com o passar do tempo.



5.2 Amortecimento supercritico (7/2 > wy)
Nesse caso p1o = —3 = f onde 3 = /2 — wj e a solugao geral agora é

x(t) = e 3 [aelt + be P

que ¢é sempre a soma de duas exponenciais decrescentes, uma caindo mais
rapido do que a outra. O movimento nao é mais periodico.

5.3 Amortecimento critico (7/2 = wy)

Nesse caso a solucao geral é
z(t) = e 2 [a+ bt]

com wy = /2. A solugao decai rapidamente, logo esse amortecimento faz o
sistema retornar ao equilibrio mais rapidamente.

5.4 Oscilacoes Forcadas e Ressonancia

Consideramos até agora oscilagoes livres, nesse caso o periodo de oscilagao
é determinado pela prépria natureza do oscilador, por sua inércia e pelas
forcas restauradoras que atuam sobre ele. A oscilagdo pode ser amortecida
pelas forcas dissipativas atuando sobre ele.

Vamos ver agora o que acontece se tivermos atuando sobre o oscilador
uma forca externa periddica. O periodo dessa forca nao coincide, em geral,
com o periodo do oscilador. Inicialmente vejamos o caso do oscilador nao
amortecido, a equacao diferencial que precisamos resolver é

E
2"+ wie = F(t) = = cos(wt). (14)
m

esta é uma equacao diferencial de segunda ordem linear inomogénea. A
solucao geral da equagao homogeénea corresponde as oscilagoes livres, na pre-
senga de discipacg@o (que sempre ocorre na pratica) as oscilagdes livres sao
amortecidas, ou seja, tendem a zero para ¢ — oo, tornando-se despreziveis
para tempos maiores que o tempo de decaimento tipico do sistema. Essas
sao assim chamadas de solucoes transientes ou transitorias. Por outro lado, a
forca externa continua suprindo energia produzindo oscilagoes forcadas que
continuam existindo para tempos muito longos. Essas solucoes particulares
da equacao homogénea sa chamadas de solugoes estacionarias.
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Para obter essa solugao vamos usar a notacao complexa,

z(t) = z(t) +iy(t)

de forma que

E wt

Z
z —i—wgz: e

e procuramos uma solugao
2(t) = zpe™"

de forma que 2’ = iwz e 2" = —w?z levando & equacao
Fy
(wg _ w2) — 7€zwt
m
e assim
Fy

t) = iwt:A i iwt
z(t) 7m(w§—w2)e efe

com "
A=—F0
mlwi — w?|
e podemos tomar ¢ =0 (w < wp), @ =—7 (W > wp).
O que leva a solugao particular (estaciondria)

x(t) = Acos(wt + ¢),

que correspondem a solugoes com mesma freqiiéncia que a forca externa,
amplitude A e defasagem ¢. O mesmo procedimento pode ser utilizado para
o caso de oscilagoes forcadas amortecidas.



