1 Série de Taylor:

Podemos expandir uma funcao f(x), infinitamente diferenciavel, em torno de um ponto
a usando a série de Taylor

1= 3 B

n=0 r=a

Exemplos:
1)Podemos expandir a funcao f(z) = (¢ + 1)" em torno de a = 0:

n—1) , nn—-1)(n-2) 4
o U 3! T

2)Podemos expandir a func¢ao f(z) = In(x) em torno de a = x

(m+1)”:1+nx+n(

1 1 (x — x0)?
In(z) = In(zg) + $—0(a: — 1) — P% + ...
0 .

3)Podemos expandir a fungao e* em torno de a = 0:

[eS)
332 1’3 n
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2 C(Coordenadas Cartesianas:

Um vetor F' pode ser expresso em coordenadas cartesianas em fungao dos versores de base
€y, €, € €, COMO
F=F,e,+Fye,+F.e.
onde €, - €&; = 0;; onde z;, r; = x,y, 2. Claramente nesse caso os versores sao constantes,
isto é,
0

€, = 0,6, = 0
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Um elemento de volume nesse caso se escreve como dV = dx dy dz.
Nesse caso os operadores diferenciais podem ser escritos como:

Divergente:
- = OF 0F, OF.
F— T Y z
v ox + dy 0z
Gradiente:
- oG , 0G _  0G
VG(I‘,y,Z) = % (% a_y €y % (9
Rotacional:
L €x €y €.
VxF=|0, 0, 0,
F, F, F.
Laplaciano:
- - = 0*G  0°G  9°G

VEG(2,y,2) = V- (VG(z,y,2)) =

0x? * 0y? * 0722

3 Coordenadas Cilindricas:

Um vetor F' pode ser expresso em coordenadas cilindicas em funcao dos versores de base
€,, €4 € €. Como
F=F,e,+Fyey+ F.e;

onde &, - €;; = 0;; onde x;, T; = p, P, 2.
Um ponto P localizado pelas coordenadas cartesianas P = (x,y, z) pode ser escrito
em coordenadas cilindicas se observarmos que

T = pcos o = psin¢ 2=z
de p* = 2* + 9% Cl a0 sa
onde p* = x* + y*. Claramente nesse caso 0s versores, exceto por e,, nao sdo constantes,

pois

€, = Cos P €, +singe,



>

Figura 1: Disposicao das coordenadas cilindicas. Aqui €, =7, €, = feé, =5 Note que

0<0(=¢)<2m, r(=p) >0e—00 <z < 0.

)

€p = —sing e, + cos @ g,
logo
J 67, + cosdF, = & J 62, —sino? .
—e€, = —singe, +cospe, =¢€ —€p = —Ccospe, —singpe, = —¢
8¢ p z Y é 8,0 ¢ T y p

Um elemento de volume nesse caso se escreve como dV = pdpdodz.
Nesse caso os operadores diferenciais podem ser escritos como:

Divergente:
-~ = 10(pF,) 10F, OF,
F == -
v p Op i p 0 s
Gradiente:
- oG , 100G , 0G
VG(p)¢7Z)_a_pep+;8_¢e¢+$ez
Rotacional:
T 10F, OF,| OF, O0F.,| , 1][0(pFs) OF.]
F=1- - — z _
v Lw a} {az ap}e”p{ o 067
Laplaciano:



G L0 (20) 108G 2
v G<p7¢7z)_pap pap +,02 a¢2 + 822

4 Coordenadas Esféricas:

!

~
— —

Figura 2: Disposicao das coordenadas esféricas. Aqui €, = 7, €y = 0 e €y = ¢. Note que
0<op<2m,0<b<mer>0.

Um vetor F' pode ser expresso em coordenadas esféricas em funcao dos versores de
base €;, €j e € como
F= Fre_;—i—Fge_é%—F(ﬁeg

onde &, - €, = 0;; onde x;, x; = 1,0, ¢.
Um ponto P localizado pelas coordenadas cartesianas P = (x,y, z) pode ser escrito
em coordenadas esféricas se observarmos que

x =rsinfcos o y =rsinfsin¢ z=rcosf

onde r? = 22 + y2 + 22, Claramente nesse caso 0s versores nao sao constantes, pois

€, = sinfcos ¢ e, +sinfsing e, + cosb e,



€p = cosfcos g€, + coslsinge, —sinf e,

€s = —sing e, + cos P &,
logo, por exemplo
o L L
a—¢er = —sinfsing e, +sinf cos g€, = sind e,
0 o - .
a—¢69 —cosfsingeé, + costlcospe, = cosléy

Um elemento de volume nesse caso se escreve como dV = 72 dr sin 0 df d¢.
Nesse caso os operadores diferenciais podem ser escritos como:

Divergente:
. p_Lo0PF) 1 osmbF) 1 OF,
2 Or rsin 6 ol rsinf O0¢
Gradiente:
G 10G 1 0G
( 6¢) 7"+ 60 0+rsin93_¢6¢
Rotacional:
. 1 0 I N
Vol = rsin 6 {GQ(SIDQFd)) o )} o
1 8FT _ la(er,)) &
rsinf Op r Or
1 8(rF9) 8F o
T3 [ ar a0 4 i
Laplaciano:
B 19 (,0G 1 9 oG 1 oG
2 _ 29 20 - Y l - 77
\Y% G(T,9,¢) - r2 Or (T 87’) + r2sin @ 060 (Slneae) + r2sin f (%2



Elemento de Linha Orientado:
Note que o elemento de linha orientado

Al = dz &, + dy &, + dz .

pode ser escrito em coordenadas esféricas usando o fato que

x =rsinfcos o y =rsinfsin¢ z=rcosf

e logo

dx = sinf cos¢pdr +r cosf cospdf — r sinf sin ¢ do
dy = sinf sin¢dr + r cosf sin ¢ df + r sin 6 cos ¢ do

dz = cosfOdr —r sinfdb

Al = dré, +dyé, + dz e,

[sinf cos ¢ dr + r cosf cospdf — r sinf sin ¢ dg| e,
[sin @ sin ¢ dr + r cosf sin¢ df + r siné cos ¢ dg| €,
[cos O dr — r sin 6 df] €,
[
[
[

+ -

siné cos ¢ e, +sinf sin¢g e, + cosd e;] dr

cosf cos ¢ €, + cosf singpe, —sinbé.|rdf

+ o+

—sinf sin g €, + sinf cos g e, r sinf de
dré, +rdfey+rsinddee,

assim



5 Coordenadas Curvilineas: Forma Geral

Em um sistema de referéncia tridimensional genérico, considere as superficies ¢, (x, y, z) =
const. = qi, qa2(z,y,2) = const. = qa e g3(x,y,z) = const. = q3. Qualquer ponto do
plano P = P(z,y,2) = P(q1, g2, q3). Podemos assim escrever as coordenadas cartesianas
do ponto P em funcdo do outro sistema de coordenadas, isto é, * = x(q1,q2,q3),y =
y(q1,q2,q3) € 2 = z(q1, g2, q3). Essas sdo fungoes diferencidveis.

Usando o fato que

3
Ox 9 Ox Ox
dx = E 8_q¢d% = (dz)” = E E 3qia_qjd% dg;
i=1 ;

podemos calcular a distancia infinitesimal (ds)? = (dz)? + (dy)? + (dz)? como

2o (O O dy dy 0z 0z e
2 _ A = 2 da: da.
(ds)* =23 (5% q; T dq; 0q t Bq; an) dgidg; =y D bl dgi dg;

=1 j=1 i=1 j=1

Se as superficies forem ortogonais h;;(q1, g2, q3) = 0 para i # j, sé h;; = h; (fatores de
escala) sao nao nulos. Assim

co1m

_ AN oy \> 92\’
hi:\/(a%) +<a%‘) +(5%‘)

Um versor de ¢; é dado por

or
- 0gq
T
9q;

com 7’ = x €, + Yy €, + 2 €, logo

s W
0q; B 0q; ; 0q; Y 0q; -
‘af

x> dy 2 02\ 2
= + + = h;.
0¢; dq; Jq; dq;

Para as coordenadas cartesianas regulares os fatores de escala h; = 1.

7



Assim os operadores diferenciais gradiente e divergente, por exemplo, nas coordenadas
¢; (Mostre!) podem ser escritos como:

. 0b, 0D, 9P, 1
V@z—elﬁ——ey%—%@:;h—i

0P
Ox Ay q; Ca

OF, OF, OF, 1 (O(Flhghg)+6(F2h3h1)+8(F3h1h2))

= F. _ _
v ox + 8y * 0z h1h2h3 5q1 8qQ 8qu,

respectivamente. Encontre as expressoes para o Rotacional e Laplaciano!

Exemplo: Vamos usar o formalismo geral para deduzir as expressoes que usamos em
coordenadas esféricas

1 z 1

) Q3:¢:ta’n_
Va?+y?+ 22

Gp=r=+r2+y2+22 ¢ =0=cos”

SHES

ou ainda
x = rsinf cos ¢,

y = rsin#sin ¢,
z =rcosf.

Podemos calcular

I ox\ > 03/2 822—\/'6 5 T 5 07— 1
1= (a_) *(5) +(E) = V/(5infcos 6)2 + (sin fsin 6)2 + (cos )2 =

ho = (@)24_(@)2_‘_(%)2_\/( 7 5 0 si )2+( 07 —
2 = 90 2 50 ) = V(rcos cos ¢)? + (r cos O sin ¢ rsinf)? =r

e

ox\° oy\?° 02\ ? - - - .
h?’:\/(@_gb) +(a—¢) +(a—¢) :\/(r81n081nq5)2+(7“81110008(;5)2:rsm@

assim V = dx dy dz = ds; dsy dss = drr dfrsinfd¢ = r? sinfdr df d¢ ! Os versores desse
sistema de coordenada sao:
. 1 or

. = T sin 6 cos ¢ €, + sin @ sin ¢ €, + cosd €,
1



. 1 0r
€y = i ;(7‘ cos 6 cos ¢ €, 41 cos O sin ¢ €,—rsinf €,) = cos 6 cos ¢ €,+cos O sin ¢ €,—sin b e,
2

. 1 or 1 o
€y = h_38_¢ = Tsine(—rsmésm(bex +rsinfcos¢€,) = —sin¢g €, + cos ¢ €,




